EXERCICES DE BASE.
DIVISIBILITE (SANS LES CONGRUENCEYS)

1.  Montrer que, quel que soit I’entier n, 3n+7 n’est pas divisible par 3.
2. kestun entier naturel. a=9k+2 et b=12k+1. Soit n un diviseur de a et b. Déterminer les valeurs
possibles pour n.

CORRECTION

1. Soit n un entier naturel.

Supposons que 3n+7 soit divisible par 3.

3n+7 et 3n sont tous les deux divisibles par 3 donc 3n+7-3n =7 est divisible par 3.
Or on sait que 7 n’est pas divisible par 3.

Ainsi 3n+7 n’est pas divisible par 3.

2. Soit k un entier naturel et soit n un diviseur de a =9k +2 etde b =12k +1.
n divise a et b donc n divise 4a—3b =4(9k +2)-3(12k+1) =5

Les diviseursde5sont — 5; — 1; let5.

Les valeurs possibles pour nsontdonc —5; —1; let5.

Attention : 5 et — 5 ne conviennent pas forcément ; cela dépend de la valeur de k.

EXERCICES DE BASE.
DIVISION EUCLIDIENNE

1. Ladifférence entre deux entiers naturels est 538. Si I’on divise ’un par I’autre le quotient est 13
et le reste 34. Quels sont ces deux entiers ?

2. Trouver les entiers naturels qui divisés par 4 donne un quotient égal au reste.

3. ndésigne un entier naturel non nul. Déterminer le reste de la division euclidienne de 2n2 + n par
n+1.

CORRECTION

1.  Soient aet b les deux entiers naturels cherchés, a étant le plus grand.
{a—b:538 {a:538+b {a:580

a=13b+34 < [538+h=13h+34 < |[b=42

Les entiers naturels chercheés sont 580 et 42.

2. Soit n un entier naturel qui, divisé par 4, donne un quotient égal au reste.
Onan=4r+ravecrunentiertelque0<r<4etdoncre{0;1;2;3}.

Pour r =0:n =0. Le quotient de la division euclidienne de 0 par 4 est 0 et le reste est 0.
Pourr =1:n=5. Le quotient de la division euclidienne de 5 par 4 est 1 et le reste est 1.

Pour r =2 : n =10. Le quotient de la division euclidienne de 10 par 4 est 2 et le reste est 2.
Pour r =3 : n =15. Le quotient de la division euclidienne de 15 par 4 est 3 et le reste est 3.
Les entiers naturels qui divisés par 4 donne un quotient égal au reste sont 0 ; 5 ; 10 et 15.

3. Soit n un entier naturel non nul.

Ona2n?2+n=(n+1)(2n—1)+1avec 2n—1lentieretl<n+1

On a donc écrit la division euclidiennede a =2n2+nparb=n+1:a=bg+ravecr=1<b
Le reste de la division euclidienne de 2n2+ n par n + 1 est 1.



EXERCICES DE BASE.
CONGRUENCES

1. Montrer que pour tout entier naturel n, 7"+3"+2 est divisible par 3.

2. Comment faut-il choisir I’entier naturel n pour que 2" — 1 soit divisible par 9 ?

3. Déterminer un entier compris entre — 4 et 5 congru a n modulo 9 dans les cas suivants :
n=11;n=24;n=85;n=62;n=-12.

CORRECTION

1. Soit nun entier naturel.

7=1(3) donc 7" = 1"(3), c'est-a-dire 7" = 1(3).

D’autre par 3 = 0(3) donc 3" = 0(3).

Ainsi 7"+3"+2 = 1+0+2(3), c'est-a-dire 7"+3"+2 = 3(3) ou encore 7"+3"+2 = 0(3).
Alors, 7"+3"+2 est divisible par 3.

2. Soit n un entier naturel.
2" — 1 est divisible par 9 si et seulement si 2"—1 = 0(9)
si et seulement si 2" = 1(9)
> On cherche la 1ére valeur non nulle de n telle que 2" =1(9) :
2°=1et1=1(9)
2'=2¢et2=2(9)
22=4et4=4(9)
2°=8et8=28(9)
2'=16¢et16=7(9)
2°=32¢et32=5(9)
2°=64¢et64=1(9)
Le plus petit entier naturel non nul n tel que 2" = 1(9) est 6.

» Soitn =6k+r avecketrentiersetr e {O;1;2; 3;4;5} ladivision euclidienne de n par 6.
2" = 2%k T = (2°)x 2" et 2° = 1(9) donc 2" = 1“x 2'(9), c'est-a-dire 2" = 27(9).
Onadonc 2" = 1(9) si et seulement si 2" = 1(9)

si et seulement si r =0 (d’apres la 1ere étape puisque r=0;1;2;3 ;4 oub.

> Conclusion : 2" —1 est divisible par 9 si et seulement si le reste de la division euclidienne
de n par 6 est 0, c'est-a-dire si et seulement si n est un multiple de 6.

3.

Pourn=11:2=11(9)car11=2+9
Pourn=24:—-3=24(9)car24=3x9 -3
Pourn=85:4=85(9)car85=9 x 9+4
Pourn=62:—-1=62(9)car62=9x 7 -1
Pourn=-12:-3=-12(9)car - 12=-1x9-3



EXERCICE

, . x+2=-1(7)
Résoudre dans Z le systeme : {100 <x <125
CORRECTION
{x+25—1(7) {x_: -3(7) {x =4(7) {x:7k+4 avec k entier
100 < x <125 < [100 < x < 125 < 100 < x <125 < 100 < x < 125

{x:7k+4 avec k entier {x:7k+4 avec k entier
< 1100 < 7k +4 < 125 13,7 <k <172
{x:7k+4 avec k entier
< |ke{14;15;16;17}
Pourk =14 : x =7x14+4=102 ; pour k =15 : x =7x15+4 =1009...

X+2=-1(7 :
(") a pour solutions 102 ; 109 ; 116 ; 123

Ainsi {1oo<x<125



EXERCICE
Montrer que pour tout entier naturel n, 3°"*2+2°"** = Q[11].

CORRECTION
Soit n un entier naturel. 32" 242" = 9" 9+464"x 2
64 =9 (11) donc 32" 242671 = 9"% 9+ 9"x 2 (11)
= 9"(9 +2) (11)
=9" x 11 (11) Or11=0 (11)
= 0(11)



EXERCICE
Déterminer le reste des divisions euclidiennes suivantes :
1. 7000001%% par 7.
2. 7000002%% par 7.

CORRECTION

1. 7000 001 = 1(7) donc 7000001%% = 12*%(7), c'est-a-dire 8% = 1(7).
Le reste de la division euclidienne de 8*® par 7 est 1.
2. 7000 002 = 2(7) donc 7000002%%%° = 22°%(7).
On cherche les restes successifs des divisions euclidiennes des puissances de 2 par 7 :
2°=1=1(7)
2'=2=2(7)
22=4=4A(7)
22=8=1(7)
2°=16=2(7) ...
La suite des restes est périodique de période 3.
2999 = 3 x 999 + 2 donc 2% = (2°)**x 22
7000002%%%° = 22999(7)

= 1%9%4(7)

=4(7)
Le reste de la division euclidienne de 7000002%°%° par 7 est 4.



EXERCICE

Etude de ’équation a2+ 9 = 2* d’inconnue aol a € N, ke Net k> 0.
1. Justifier que si a et k existent, alors k > 4.
2. Montrer par I’absurde que si a existe, alors a est impair.
3. Compléter le tableau suivant modulo 4 :

a= 0 1 2 3

a’=
4. En utilisant les questions précédentes, montrer que 1’équation n’a pas de solution.

CORRECTION
1. Supposons que a et k existent.
On a alors a2 = 2 — 9 et un carré est positif donc 2 > 9.
2°=1;22=4;2*=8donck > 4.
2. Supposons que a soit pair.
Alors a = 2k, avec k entier naturel.
a2+ 9=4k?+9=2(2k? + 4) + 1 est impair.
Or a2 + 9 = 2 et 2“ est pair.
On arrive a une contradiction (a2 + 9 est a la fois impair et pair).
Alors a est impair.

a= 0 1 2 3
a2= 0 1 0 1
4. Supposons que I’équation ait une solution :

Il existe alors a et k entiers naturels tels que a2 + 9 = 2%,
D’apres la question 2, a est impair donca=1 (4) ou a= 3(4).
D’aprés la question 2, on a alors a2 = 1(4)
Ainsi a2+ 9=1+9 (4), c'est-a-dire a2 + 9 = 2(4).
D’autre part 2 = 4 x 2*°? (puisque k > 4, k — 2 > 0) donc 2= 0(4)
On ne peut donc pas avoir a2 + 9 = 2,
L ’équation n’a donc pas de solution.




EXERCICE
1. Enutilisant uniquement la propriété et la définition suivantes :
Propriété : Soit ¢c un entier naturel non nu et a et b deux entiers relatifs. a =b(c) si et seulement si ¢ divise
b—a.
Définition : a et b sont deux entiers non nuls. a divise b ssi il existe un entier k tel que b = ka.
montrer quesia=b (c)etsia’=b’(c),alorsa+a’=b+b’(c)
2. xetysontdes entiers relatifs. On note (S) le systeme 3x + y=1 (6)
Xx— y=3(6)
a.  Montrer que 4x = 4 (6)
b.  Deéduisez en a I’'aide d’un tableau modulo 6, que x = 1 (6) ou x = 4 (6).
c.  Enutilisant la deuxiéme équation, en déduire les couples solutions du systeme.

CORRECTION

1. Soienta, b, a’, b’ et c des entiers relatifs tels que a=b (c) et a’ = b’(c).
D’aprés la propriété : c divise b — aet cdivise b’ — a’.
D’apres la définition, il existe donc des entiers k et k’ telsque b —a=kcetbh’ —a’ =k’c.
Alors (b+b’) — (a+a)=b—-a+b —a =kc+k'c=(k+Kk’)caveck + k’ entier.
Donc c divise (b +b’) — (a+a’)
D’aprés la propriété, on peut donc direquea+a’=b + b’ (c)

2.
d.  On ajoute les deux équations du systeme et on obtient : 4x = 4 (6).
e.  Oncompléte le tableau ci-dessous, modulo 6 :
x=| 0 1 2 3 4 5
4x=| O 4 2 0 4 2
On sait que 4x = 4 (6) donc, d’apres le tableau, x =1 (6) ou x = 4 (6).
f. x-y=3(6) & y=x - 3(6)
Onsaitquex=1(6)oux=4(6
Si x =1(6), y = — 2(6) c'est-a-dire y = 4(6)
Si x=4(6), y=1(6).
Si (x ; y) est solution du systeme, alorsx =1 (6) ety =4(6) OU x =4 (6) ety =1(6).

Réciproguement :

Six=1(6)ety=4(6):3x+y=7(6), cest-a-dire 3x + y=1(6) et x — y= — 3(6), C'est-a-dire

X —y = 3(6). Le couple (x ; y) est donc solution du systeme.

Six=4(6)ety=1(6) : 3x + y = 13(6), c'est-a-dire 3x + y = 1(6) et x — y = 3(6). Le couple (X ; y)
est donc solution du systéme.

Conclusion :

Les solutions du systéme sont les couples de la forme (6k + 1 ; 6k’ + 4) avec k et Kk’ entiers et
les couples de la forme (6k + 4 ; 6k’ + 1) avec k et k’ entiers.
OnécritS={(6k+1;6k’+4);(6k+4;6k’+1);k,Kk’eZ}.



EXERCICE : SUITE ET CONGRUENCES
U, =14
Uy = 5un
1. Calculer les 6 premiers termes de la suite. Quelle conjecture peut-on émettre concernant les deux
derniers chiffres de u, ?

2. Montrer que pour tout n de N, un+2 = Un(4). En déduire que pour tout entier naturel k,

Uk = 2(4) et Ugk+1 = 0(4).

3. Montrer par récurrence que pour tout n de N, 2u, = 28(100).

4.  Démontrer la conjecture emise a la question a.

On considere la suite u définie par { _g Pour tout n de N.

CORRECTION
1. u=14;u,=64;u,=314;u;=1564;u,=7814; u; =39 064
Il semble que les deux derniers chiffres de u, soient 14 si n est pair et 64 si n est impair.
2. Soit n un entier naturel.
U2 = 5Uy.1—6 =5(5u,—6)—6 = 25u, — 36. Or 25 = 1(4) et 36 = 0(4).
Alors u,., =u,(4) : relation (1)
Par récurrence sur Kk :
Initialisation : Pour k=0 : Uy = Uy =14 =2(4) et Uy,0., = U; = 64 =0(4)
Hérédité : Soit k un entier naturel tel que u,, = 2(4) et Uy, = 0(4).
Upk 1) = Ugky2 = Uy d’apres la relation (1) et uy, = 2(4) donc Uy, 1) = 2(4)
Uo(k+1)+1= Un 3 = Uy, 1 d’apres la relation (1) et uy,; = 0(4) donc Uz -1y+1 = 0(4)
Conclusion : pour tout entier naturel k, u,, = 2(4) et u,,,, = 0(4)
3. Initialisation : Pourn=0: 2u, =2 x 14 = 28 = 28(100).
Hérédité : Soit n un entier naturel tel que 2u, = 28(100).
2U,., = 2(5u,-6) = 10u, — 12
2U,,, =5 x 28 — 12 (100)
2u,,, =128 (100)
2U,,, =28 (100)
Conclusion : pour tout n de N, 2u, = 28(100).
4.  Soit nun entier.
D’apres la question 3, 2u, = 100k + 28 avec k entier.
Alors u, = 50k + 14, avec k entier.
Alors u, =2k + 2 (4)
Sinest pair :
D’aprés la question 2, u, = 2(4) et u, = 2k + 2 (4) donc 2k = 0(4) : 2k = 4k’ avec k’ entier.
Ainsi u, =50 k + 14 = 100k’ + 14 et u,, se termine par 14.
Si n est impair :
D’apres la question 2, u, = 0(4) et u, = 2k + 2 (4) donc 2k = — 2(4) c'est-a-dire 2k = 2(4):
2k = 4k’ + 2avec Kk’ entier.
Ainsi u, =50 k + 14 = 100k’ + 64 et u, se termine par 64.



